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Понятие числового ряда. Критерий Коши. Необходимое и достаточное условие 
сходимости рядов с неотрицательными членами.

1.

Определение! Шаговая посл -ть Аг
. . .
Ап

. . .

,
АН

. . .
tant

. . .

= Ё АК - ЧИСЛОВОЙ РЯД
.

Sn =Ё АК - н-АЯ ЧАСТИЧНАЯ СУММА
.

Определение2 : Ряд Ё Аĸ (1) сходится , если 7128=5 .

S - СУММА РЯДА
.

Если 7 limsn , то ряд (1) расходится .

Э limsn - S⇐ НЕ>о ЭN
,
НеN : 15- Sn I e E ; S- Sn = ЕЕ

,

аĸт - n-ый остатоĸ ряда
⇒
ряд сходится ⇐ lrnКЕ

,
те rn→ о при n→ •

Теорема ( ĸритерий Коми) : ряд И сходится⇐ НЕ> о эт tnz N , Нр e- N : I Ёаĸ I ' Е
Доĸазательство :
{Sn } сходится⇐ НЕ> о Э N : Нпг N

, НрEIN : lsntp-S.nl с Е ( Sntp - Sn = ЁЁ ak -[ ak)

Следствие 1 ( необходимое условие сходимости ряда) если ряд сна ,
то liman-- О

n→х

Доĸазательство :

В ĸритерии Коми возьмет р=L : НЕ> о 7- N
,
тг ltnz N : ( ап-111 a E

( положим Мо = N-11 ⇒ ( ап К E)

Следствие 2 : Исĸлючение из ряда H ĸонечного числа слагаемых не влияет на сходимости .

Следствие 31 Ряды Ёаĸ и Ёса (с# о ) сходятся и расходятся одновременно .

Теорема (необходимое и достаточное условие сх- ти рядов смотрит . членами) :
Ряд Ё,

рĸ , где НК :pно сходится ⇐ { Sn } ограничена (сверху )
Доĸазательство :

Sли = Snt ртFSn ⇒ {Sn } - монотонная называющая посл -ть

⑦ Исходящаяи посл -ть ограничена
⑦ последовательность частичных сумм не убывает (моютонна ) ⇒ для её сх-ти
достаточна её ограниченность



Признаки сходимости рядов с неотрицательными членами (признаки сравнения, 
Даламбера, Коши, Коши-Маклорена).

2.

1? Признаĸи сравнения
Теорема 1 :( 1-ый признаĸ сравнения)

Гайдна.ie:7337?negEIu
⇐жжж : ты:)

из расходилгости 1-го ряда ⇒ расходимать 2-го ряда

Доĸазательство :
Для частичных сумм выполнено : 17 рĸ = snesi-E.pk
Если 2-ой ряд сходится , то 18.3 ограничена сверху ⇒ 151 ограничена ⇒ 1-ый ряд сх

-а

Если 1-ый ряд расходится , то Sn→ +х ⇒ sn
'
→ +х

Теорема 2 : (2-ой признаĸ сравнения)
оо оо

ДУЙТЕii. %Ef.si?3E7:::m.r
сходятся и расходятся одновременно .

Доĸазательство :
НЕ>о эт неN : III. - [КЕ⇐ ЕЕ с Дĸ с ЕЕ ⇒ ры (ЁЙ рт (рĸс .pk)

Теорема З : (3-ий признаĸ сравнения)
Пусть для рядов Ерĸ и Ерĸ

'
с нотрешательными членами ,

начиная с

неĸоторых номеров рĸ , РК положительны . Тогда ,
если Рĸ"(рĸ E Р"" Ip 'и

,
то| "iii.¥32,77ii.T.si:7 на ]

Доĸазательство :
ЧЁРТ

, . . .

.
Чё ⇐ ДЕ . Перешложим их помню для Нĸо . . . .. n⇒ Ртĸ (ДД) .ph-11

2? Признаĸи Даламбера, Коми , Коми - Маĸларена
Теорема 4 : (признаĸ Далалбера)
Пусть V-kzkoi.pk >о . Тогда
I. Если Р"Урн E 94 ,

то ряд Ерĸ , где рно сходится .

5%771%47%77.17712 нынешнюю
Доĸазательство :
I

.

Если Р"Ури E 9 = 9
"

Удĸ , то (3-ий признаĸ сх-ти) Едĸсх-и ⇒ Epk сх- Ся
.

Если Р"Уроĸ 71 НК ĸг , то рты рĸ эры > о ⇒ нарушено необх . условие сх-ти⇒расходится .
I. НЕ> О ЭН : HKZN : [ - Е < Phtspk с [ + Е .

1. 1-2Е⇒ [+ Е = 1- E ⇒ аналогично 1
. µ
"Чри < 1- Е , где Е>о) (а 1)

2. [ =НЕ⇒ Г-Е =L ⇒ аналогично 1
. ( зе Ричрĸ ) ( й> 1)

Замечание1 : E- 1 : признаĸ не дает однозначного ответа . КП .EE )
Можно проанализировать с помощью признаĸа Раабе

, Лейбница итд . . .

Замечание2. Можно использован [ = lim Р"Урн
ĸ →х



Теорема 5. (признаĸ Коми)
I

.

Если Гра91 , Ниĸо ,
то ряд ЕРК , рĸ» сходится .

(
± .tn?si7p--7I7%77T.moex-ae .

Еслишторм-

Й
Доĸазательство :
I. рĸ ⇐ 9

"

, 91 . Еди сходится ( Sn ограничена )⇒ Ерĸ сх- ся

Рĸг 1 - расходится ,
т.ĸ нарушено необходимое условие сх -ти

.

I. НЕ>О I-N.tkZN : [ - Е с др с [+ Е
1. [ < 1 .

E-- 111- й)⇒ ЕЕ < 1 ⇒ Гра 1 ⇒ [рĸ - сх-Ся ( I
2. E > 1

.

E- ЕИ - 1)⇒ Гр > I - Ен - 1)» ⇒ Ерĸ - растёт
Замечание 1 : ( см . т 4)
Замечание 2 : (см . т . 4)

Теорема 6 : (признаĸ Коши - Маĸларена )
Пусть существует неотрицательная ф-ня flx) , ĸоторая определена
и монотонно неводрастает на [1.to) для ĸоторой Нĸ) - рĸ , tk .{ тогда сходимостирасходнмость ждалоgssin%fE.am . Там)
Доĸазательство :
V-KEIN.tt/EEk.kt13:flk)zflx)zflk- 1) ⇒ f- (Нг [ f- (х)dxzflk-11 )

,
К -- 1

, -1-1

f- (1)+ . . . -1 fln - 1) ZJflxldxzfb.lt . . -tfln) ⇒ sn-s.tt fftxdxzsn - р.
Если % flxldx сходится , то ТЫdx ЕМ ⇒ Sn E Мер, ⇒ Ерĸ сх- ся

Если :SНх)DX расходится , то ( f- (х) чо ) I АН) dx→ + х ⇒ Sns→ + -

Замечание 1 : Если рĸ
-

_ ta
,
ĸм2

,
то их ) -- х? Ух

-

Их = [ = #



Теоремы Коши и Римана о перестановки членов в числовых рядах.3.

Теорема 1 : ( теорема Римана)
Если ряд сходится условно , то НЕEIR , либо E- но ,

можно таĸ[переставить члены ряда ,
чтобы преобразованный ряд стремился ĸ E.)

Доĸазательство :
Ёаĸ - условно сходлщийся ряд 11) . А , рг , р. . . .

- положительные члены ряда (1) в порядĸе
появления

, 91,92 , 93. . . - модуль отменательных членов ряда (1) в порядĸе появления .
• 52 - сумма положительных членов Н) среди первых п членов

.

54 - сумма модулей отрицательных членов 11) среди первых п членов
.

I
.

59 - 51 = Ан
. . .
tan→ S = Ёап

п = 1
оо

I. 59-151 = larlt.it/anI→ +х = Е lanl
оо

n = I

I + I = 259 → но ⇒ Epn - расходится ( отрицательных и положительных
"¥

I- I = 259 → +х ⇒ ⇐ф - расходится членов И бесĸонечно много )
• pn→ о

, qn -70 (т.п ап → о
, необходимое условие сходимости )

• [EIR :

Пусть не HV : рн . . . + рт -ĸ L ,
но ры . . -

+ Рич L ( если рт L ,
то не 1)

Пусть ms.HN : рн . . +рт- a-.. .- Чт,-175 ,
но рн . -Арм- q,

-

.. .

- qms.at (если рн. .+ рт-ай ,
то те 1)

Аналогично выбираются на>м и mvms.ms :
К

[ Рт
- атм-

РЫ . . .

-1 рт- 9- .. .-qmntpnrt.it рт 7-Й →
Рт - 1

"

qm 1

ры . -
+ рт- a- .. .-фирмы . -

+ рт- атм - _ - -

-Чт < Й Ёжиĸ
И .mg
По построению модуль вĸ-И не превосходит последнего члена последней из

завершенных групп .
Т.ĸ РЕП и ди о

, то вдд вĸ - 4--0
• [ = ±

Пг : рн . . .

-1 рт> 1+91
т : рн . . . -1 Рпг - 911 . . . -1 ржи . . - + рт

>2-192 И.т.д
Последовательность частичных сумм преобразованного ряда - бесĸонечно большая последовательность

Теорема 2 : ( теорема Кожи)

КЕК iii."imgur.si?1- напомнит упитанный .)
Доĸазательство :
1)

. Пусть Ёаĸ -8 .

Поĸажем
,
что дай -7

• НЕ> О ЭМ, .tn?NsIEak-Sl с 42 JN5-maxlNI.ws
• Сходится абсолют

"

но ⇒ К> о Эт : tnzNV-pc.IN : ЁаĸКЕК }
Выберем номер N ,

что среди ай
. .
-
ай содержатся все as

. . . аль .

f- nz N : ⇐ай - S = ([ аĸ - Ёĸ )+ (Ёĸ - 5) ⇒ t.ah-skl.dk - E.аĸĸ II.ап- 51 (*)
• ([a

'

ĸ -Ёа I ( сумма n-N, членов ряда , номера ĸоторых превосходят Ns , значит
Эре IV.что Мир превосходит номера всех п-М членов ряда)

([a
'

ĸ -Ён с ЁаĸКЕК
(*) t.ah-SKI.dk - Ё

.
аĸĸ II.аĸ- SK 42+42 = Е ⇒ [ a

'

ĸ ⇒ = даĸ
2) При аналогичном рассуждении с рядами Ёаĸ и Ё.la '

Ы доĸажем , что ряд 114

сходится абсолютно



Признаки сходимости произвольных числовых рядов (два признака Абеля, 
признаки Дирихле-Абеля, Лейбница).

4.

Преобразование Абеля
{ИНДИИ - пруди)вольные последддтельняшĸи . Sk = им

. .

+ ин ⇒ ин = sk-sk-s.kz 2

E.Иĸт = E.IE?-Sk-dY?..=tE.Skvk-Esk-rVk---n=&SkVk- £5ĸниг = €14 - ти ) Sk + Sntp Vntp - Snvnts (*)

Определение : Последовательность {ал - последовательность с ограниченным
Изменением , если сходится ряд 2.1 аш - ам

Утверждение : последовательность с ограниченным изменением сходится .
Доĸазательство : Абсолютно сходят ийся ряд сходится⇒ E. (аĸи - аĸ) сх-и ĸ S .

Ё (аш-Аĸ) = Апн - а ⇒ 12 ап = 92 аж , = Sta, ⇒ { an }→ Sta,

Теорема 1 : ( 1ый признаĸ Абеля)
a

зРяд Еаĸ . Пусть его последовательность частичных сумм { Sn } ограничена ,13%1%721%997523
.

сожженным изменением , но ,
но

.

Доĸазательство :
ЭМ : 1591 ЕМ .

• вы→ О
. Фиĸсируем Е> О

,
Эт : НАМ : ( вл К КМ

• { вп I- последовательность с ограниченным изменением ⇒ ( по ĸритерию Коми)
ЭМ : tnzNr.VE N : Ё 1вы- вĸК 43М

К=L

• N= тах INI.NI.tnzN.VEМ напишем тождество Абеля (*) :
II.Ёаĸвĸ ( = ЁЁ

.

1521 -Кони - ви + lsipl.lbn-pltls.at/bn-IsM.4mtM.4mtM.4m--E
⇒ I.аĸвĸ сходится по Критерию Коми.

Теорема 2 : (2ой признаĸ Абеля )
Пусть ряд E.ап - сходится , {вп } - последовательность[
с ограниченийм изменением. Тогда Ёавп сходится . ]

Доĸазательство:
• (ходящийи рядЁ заведомо обладает ограниченной 1513 ⇒ ЭМ : lsnaКМ
• 164 сходится ĸаĸ последовательность с ограниченным изменением,
т.е в = Едет
в 'n= вы - в ⇒ в

'

м ,
- в L = вы - вы ⇒

{в'nЗ- последовательность с ограниченным изменением ,
в h→ о

.

• Ёапвп = Ёап (в 'n + в) = [anlint [ ап в = ЁАВ + в -Ёап
И Ean - в

'

n сходится по 10му признаĸу Абеля ;

(2) в - Еап Сходится по условию теоремы
⇒ Eanbn сходится



Признаĸ Днрихле - Абеля
Для сходимости ряда Еапвп достаточно выполнение

одного из двух условий :
I. - Ограниченная последовательность частичных сумм { Sna }( ± : :{27,7217 сходится ĸ нулю |
- 161 монотонная и ограниченная последовательность ;

Признаĸ Лейбница
Пусть последовательность {рн не возрастает и РАО .[ Тогда ряд ⇐ tspn сходится ]

Доĸазательство :
an -- 1-И

"

, тогда 57
= { g.

,

если n- чётное ⇒ {57 - ограничена
если н- нечетное

⇒ ряд [ 1-М
"

pn сходится по I признаĸу Абеля - Днрихле .



Арифметические операции над сходящимися рядами. Теорема Мертенса.5.

ПОДУЙ ряды Еи " и Evn сходятся и имеют суммы И и К][
то ряд Е (Иĸт) сходится ĸ И± V.

Доĸазательство :
Sn = Ё ин ,

Gn = Ёпт ⇒ Ё (Инна) = Snt Gn→ И ± V

Теорема 2 :
Пусть ряды Еип и Evn абсолютно сходятся ĸ суммам И и V

.

Тогда ряд , составленный из всех произведений вида иivj,{
занумерованных в H порядĸе , абсолютно сходится ĸ сумме Иĸ

]
Доĸазательство :
Обозначим через щ . . . произведения иivj занумерованные в 7 порядĸе .

Доĸажем
,
что ЁКМ сходится .

Рассмотрим частичную сумму этого ряда : Wn = ЁРШ ,
wk = имя Цĸ) .

Пусть
.

Цдх Нĸ) = Io , Кдĸ j Ц) =p . Тогда : Wn = Ё lui t.ly/EUV(в силу сх -ти рядов)
⇒ ⇐ Iwil сходится⇒ .?WI сходится абсолютно и по теореме Коши сумма не
меняется при перенумерации элементов .

Доĸажем
,
что Ей имеет сумму

и v. Изменит порядоĸ рРЁA
нумерации на " по ĸвадратам

"
.
Частичные суммы нового ряда

с номерами тт
'

равны : (Ёй ) - (Ё;) ИV

Теорема 3 : (Мертенсa)
Пусть ряд Еип сходится абсолютно, а ряд Evn сходится условно .

Йодаsina.IT суммы прощаний по правилу Коми)
Доĸазательство :
• Нумерация по Коми : Ип =Ё Иĸт-ĸ . .
Wn = [Wk = Им (им6) + . . .tl#-t...tUn-Nn)--Us-V-tUNI...tUnVri
В Силу сх-ти [ Vk : Vn- V = Лп

,
но

, значит : М

Wn = ИМ+м) + ИМ+ Хм) -1
. .
+ ИМ-1 a) =
~

V. (ин
. . .

-1 Un) -1 ИМ -1
. . .
-141

Поĸажем
,
что им -1

. .
+ИМ - бесĸонечно малая .

{аз - б -м ⇒ 7. С> О
,
тг t.tn ;

Ёиĸ - сходится абсолютно⇒ для Е >о эт --т (E) , т.ч Ё! Ина 42С
7-Митч Ё МИ E M Т
-

-

(ими
. .
+ Итми-т) + ( Ити dn-т + . . .

-1 Иnds) , где 124 - б .м ,Ёп Сх-Ся абсолютно .
По т--МЫ выберем неты ,

что €20 при 7 К> м -т .

( (Usdnt_.tUmdn--mItlUmt1dn-mt.tUndsIKllUs.f@t.AlUmlf )-1 (Нтн . .
.tw. C) =

=# КИДЖИ c. (t.EE Ем - м + с# = Е ⇒ наша сумма- б .
м .

⇒ Wи = V -Ин (млн
. . .

-1 Иntn)→ V И



Бесконечные произведения. Критерии их сходимости.6.

Определение : Пусть дана {Vn 37=1 . Ёĸ = шĸ .

. .

.vn
. . .

- Бесĸонечное произведение .

Ёĸ - сходится ĸ Р ,
если 1) Еда = Р , 2) Р # О .

Если 1212=0 , то Ёĸ - расходится .

Теорема1 " (необходимое условие сходимости)
[ Если ДЕК сходится , то Vk→ 1 при ↳х . ]
Доĸазательство :
] ЭР # О

. Тогда limpn-limpn.is =P ⇒ v„е
РтУри ⇒ Пр =L

n → - н→-

Теорема 2 :

Плн (бесĸонечное произведение с положительными членами )[ Ёйодится но ⇐ ряд дат сходится ĸ ВР ]
Доĸазательство :
Ё : Ёлĸа ; Ёпт : Ёĸ = Sn .

Sn-_ Сна⇒ Рт где ф -ни lntuet непрерывна .

Теорема 3 :
Если все vk=L + Иĸ (начиная с неĸоторого номера) больше 1, то[ Дм сходится ⇐ сходится ряд [ин .

]
Доĸазательство :
Vk = 1-1 ИК

,
иĸ→ О (необходимое условие сх -ти ряда [ иĸ) .

Если ин >О
,
начиная с неĸоторого номера К , то рассматриваемый ряд

состоит из положительных слагаемых , т.е вы 11-1 Иĸ) > О
.

винуĸ ytoly) : 124112 = 1=12 ЙТИ
По теореме сравнения ряд Ёнĸ сх-и ⇐ ряд Ёжиĸ) =Ёпт сх-ся .
По теореме 2 следует утверждение теоремы 3.

Теорема4 :
[ Пусть ряд Еиĸ сходится . Ёĸ сходится⇐ Ёĸ сходится . )
Доĸазательство :
вы (ну ) = у

_ 144044 , у→ о
⇒ ln (Ниĸ) = ин - 2 ий + ОНИ) = ин - I и211-1011 ))

⇒Е Шниĸ) = [ ин - { [шĸ . ( 1+011))
,
(1+0111)⇒ 1

,
47Ко ⇒ ШК (1-1011)) ~ ШК



Необходимое условие сходимости двойного ряда. Связь между сходимостью 
двойного ряда и повторного ряда. Критерий сходимости двойного ряда с 
неотрицательными членами.

7.

ПОВТОРНЫЕ Ряды. Бесĸонечная матрица из akl C- IR , 4121отделы :⇐⇐жжет"
-

II. !! !!
Повторный ряд сил ,

если сходится ĸаждый из рядов
Ёаĸе

, ĸ-1,2, . . . И сх-и ЁАК
, где Аĸ- сумма K-го ряда .

Определение : "Ёане -двойной ряд .
Двойной ряд сил , если при независимом стремлении т.п→ю э III.mn (Smn =ЁЁ)

Теорема 1 : (необходимое условие сх-ти двойного ряда)
[ Если Даже сходится , то аж→ О при независимом стремлении4,10 ]
Доĸазательство : н»

skltsk-i.l-1-sk.es- s ĸ -i. e.→ 5+5-5-5=0⇒ аĸе→ о

Теорема 2 :

Если сходится двойной ряд исх-и все
"страны

"

ряды Еане[
тогда повторный ряд ЕЁаж аня , причем ĸ сумме ЁЁюго ряда .

]
Доĸазательство :

НЕ>о Это (E)
,
по (E) > О

,
т -
г V-nzno.fmчто : 15 - S.mn/sE=sIlimSmn-SkE

т
n→ х

или 15 - ⇐E. аĸе I ' Е ( последовательность индеĸса n)
m

При n→х : 15 - E.E. аĸе 1 ЕЕ⇒ Ё Аĸ сходится ĸ S .

Теорема 3 :

Рассмотрим двойной ряд Еаĸе с неотрицательными слагаетми , ане > О VK.li[ Вэтом случае двойной лёд сходится ⇐ tsmns ограничена
]

Доĸазательство :
⑦ : Пусть Э limsmn-S.smnES.mn ' E S ( т ' эт

,
Нэп)

M
,
n→х

⑦ : Из ограниченности { Smn } следует 75
= ДА.Smn .

По определению :

1) V т , n : Smn ES i 2) НЕ> о 7. то
,
но

,
m.rs- Е < sm.no E S

Рассмотрим Smn с номерами т? то ,
nzno .

5- ЕЕ Smris⇒ lsmn-SKEHminzmaxlmo.no)



Абсолютная сходимость двойного ряда. Связь между сходимостью 4 рядов — 
повторных, двойного и «одинарного».

8.

Рассмотрим двойной ряд Еды со слагаемыми произвольного знаĸа .

Определение : Двойной ряд Абсолютно сходящийся
,
если сходится Ё Iakel (*)К , С=L

Теорема 1 :
[ Если сходится Ё!akel , то сходится и Ён ]
Доĸазательство :
f-А ЕЕ : Анд , ЖД : аĸе -twitter.fi/akHtfslauIV-k.ezlaMt

,

[
'ай -

ряды с неотрицательными слагаелииии

Частичные суммы этих рядов не превосходят частичных сумм (*)⇒
эти два ряда сходятся ⇒ их разность сходится (т - е Ёлĸе )

Теорема 2 :

Пусть рассматриваются 4 ряда : 1) Еде 2) ЁЁаĸе 3)ЁЁ аĸе 4) [dr

Йоджи!??дуй!!T.is?i.7 них ⇒ абсолютная самость )
Доĸазательство : . .

Д
. I. ряд 2)⇒ ряд 4) : ⇐⇐ ним→ s* ⇒ ЁЁныне
Sr* = la.lt . .Нам- произвольная частичная сумма ряда [ larl
Можно найти столь большие тип ,

что все члены ряда E.ar , входящие в его

частичную сумму с номером r будут содержаться в ЁЁ ане ⇒ S E e S*
К-- 1 С = 1

⇒ ряд 4) сходится абсолютно
I. ряд 4) ⇒ ряд 1) : последовательность частичных сумм 16*3 ограниченд .

Найдется настольĸо большой номер r , что r- я частичная сумма ряда ⇐ar
будет содержать все члены входящие в Smn ряда Ё апе ⇒ s.mn#ESr*

⇒ ряд 1) сходится абсолютно
оо

II. ряд 1) ⇒ ряд 2) : [ Iам E Ё!аж ⇒ ĸаждый из рядов дыни ,
ĸ-1,2. . . .

Имеет ограниченную последовательность частичных сумм ⇒ все эти ряды
сходятся ⇒ сходится абсолютно ряд 2)

Д
.
Доĸажем

, что все они сходятся ĸ одной и той же сумме .
51"- сумма i-ю ряда .

Ряд 4) получен перенумерацией слагаемых абсолютно сходящиеся ряда 1)⇒ 51"-9"

Сходимости двойного ряда т. 7.2

Сходимости строчĸи рядов } ⇒ S"
'
= S '"



Обобщенные методы суммирования рядов. (Чезарро и Пуассона-Абеля).9.

1. Метод Чсзарро (метод средних арифметичесĸих)

17ый = s ⇒ Ean S
, где si - частичные суммы

2. МетодМассона - Абеля ( I
Slx) = [Апти VXE (0,1) .

Если lim 51×1=5
,
то Ean£5

h =L Х-71-0

Теорема 1 :

Методы Царю и Пуанона- Абеля линейны ( План рвп)= A-+ РВ)(
и регулярĸи ( E.an-_ s в общем смысле ⇒ Ean E S ) ]

Доĸазательство :
Чезарро ( с) : ' '

¥!.tn?akiEIEisE:& sina.o.ae:*Пусть бал сходится ĸ 5 в обычном смысле
,
те 5=4%5n .

тогда 12"й = s ⇒ III.д {g.% . лыда *»й"
=

{Sn } → S ⇒ V Е > О Э N
,
тг

= lsr-slt.it/SN+lSN--s)tn--.tS ⇒ lbn-SKE.tn 7- N
① я ②
① При достаточно большом Ns данный элемент < 42 Аĸм) } ⇒ lim в n = S
② < £ . (ГД с § их

METIIYEffluyxtsanxn.ru 7- lims"И ⇒"
Ёпт Дь

,
si" (х) --Ёвпх"" и Э ЁН" (х) =P

"

,n-V-a.pl?Gantpbn)
,
Slx) = Ё (dantpbn) Х" = 251" (х) + psl" (х) , V. хе (о, 1) ⇒ 7-[Дух) -- ЛА -1 РВ

(2) Пусть Ean = S в обычном смысле
, тогда Eanxh-1=51×1 Сходится по признаĸу

Абеля ⇒ fis.SI/--S.V-xE (о , 1) ( по теореме Абеля)

* Дописать т -

му Абеля (формулировĸа
"



10. Функциональные последовательности и ряды. Равномерная сходимость. 
Критерий Коши.

Пусть в Пт задано множество Х .

Определение : Если ĸаждому ne.IN ставится в соответствие по определенному
заĸону неĸоторая ф

-ня fn (х) , определенная на мн - ве Х
,
то мы - во

занумерованных ф -ий f-1 (х) , . . . , fnlx ), ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ . {fn (Х)}
Для VХоE X : { fnlxo)32 - шаговая последовательность . Если данная шаговая

последовательность сходится⇒ данная фунĸциональная посл -ть сходится в Хо .
Ми- во таĸих Хо - область сходимости Ехо}

.

Определение : Пусть НИЗ имеет область сходимости X. Эlimfn (х) = f- (х) НЕХ.

по

f- (х) - ПРЕДЕЛЬНАЯ Ф-ИЯ фунĸциональной посл -ти

Определение : ИМИ - фунĸциональная последовательность .

Ёип (х) = них) -1 . . . -1 Ип (х )-1 . . . - ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ РЯД .

На множестве области сходимости определена 5 (х) - предельная ф -ня
посл -ти частичных сумм этого ряда или его СУММА -

SN (х) = Ё Или)→ Slx) КхеX .

Предположим , что фунĸц . посл -ть felx) , . . . сходится ĸ f (х ) , ХЕХ . (tfnlx))→ f-(х))
Определение : {fn (х)3 сходится ĸ f-(х) РАВНОМЕРНО, если ×

НЕ> о 7-N=ЖЕ)
,m.r-VNZN.tt/EX:lfnlx)-flx)KE.LfnCx)3I f- (х)

Замечание : Равномерная сходимости Efnlx)3 ĸ flx) на множестве Х эĸвивалентна

существованию : lim пер Ifn (х) - f-A)f- О (НЕ>О ЭМ, thzwtfnlxl-flxksyplfnlxl-fwaE.VEХ) .

h→о ХЕХ

Определение : Фунĸциональный ряд сходится равномерно наХ ĸ сумме Slx),
если {Snlx)3 Ё Slx) на множестве Х

.

Теорема 1 :

[ hfnlx)77 ⇐ КЕ>О 7-N =НЕ)
,m.rtnzN.VE/N:lfn+plx)-fnlx)KEV-XEX ]

Доĸазательство :
⑦ ] f- (х) = limfnlx) на мн-ве Х . Тогда f- Е>о 1- N -_НЕ )

,
тч НеN: tfnlx) - f-ШК %

,
V.ХЕХ

.

Т.ĸ РЕШ⇒ nt рэN : Ifntp (х) - f-ШК 42 V.ХЕХ
.

lfntpw-fnlxt-lfn.pl/-flx)-flx)-fnlx)ktfn+plxI-flx-Iflxl-fnlx) ) а Е
⑦ Заметим , что данное условие для tфиĸсированного ХЕХ означает сходимости
{ fnlx) ) в точĸе ХЕХ ⇒ 7- flx) = limfnlx) (ĸритерий Коми сх -ти числовой посл - ти)

.

n→х

В неравенстве Ifntplx) - fnlx)НЕ ttptN перейдем ĸ пределу р→х ⇒ Iflx)- f-МНЕ« 2Е
⇒ tfn» flx) .

Теорема 2 :
[[ них) равномерно сходится на Х⇐ Но ЭММЕ) ,тч V-nzN.tpEIN.IE/eE,V-ХЕХ ]
Доĸазательство :

ЁИКИ = smplxt-sn-wltsnlxbcx.ae равномерно на Х) .

Следствие : [им же равномерно ⇒ ШИТ ЙО ( т
. 2 :p-1⇒ Штыĸ Е V.ХЕХ)



11. Признаки равномерной сходимости функциональных рядов (два признака 
Абеля, признаки Дирихле-Абеля, Вейерштрасса).

Теорема 1 ( признаĸ Вейерштрасса) ( является достаточным ,
но не необходимым)

оо

Пусть все сжатые ФР
.

⇐или на Х удовлетворяют : lunlxlkcn.tt/EX )[ Тогда , если E.Спеĸся ,
то ⇐ них) сх-и равномерно на Х .

Доĸазательство :
то

НЕ>о Э N =МЕ) ,m.rthzN.VE/N:ECk < Е .

I Ёиĸ I E Ёна Ёна Е Тех ⇒ в силу ĸритерия Коми сх-и равномерно на Х .

Теорема 2 Ный признаĸ Абеля)
и

Пусть 1) частичные суммы ⇐них) равномерно ограничены на Х(9%11%1722%72)aei.TLУйдут и ты⇒нно)
Доĸазательство :
ЭМ>о

,
m.ltХЕХ : I Ёми = lsnlxlk-M.tn ты%) НЕ>о ЭМ ,
тг НеN

, КРЕМ : lvnlxll а ИЗМ
,
НАХ и ЕНа _ (х ) - ШИК ЧМ

n
Кп -11

Snlx) = ЕИК (х)
, иИх) = Sklx) - Sk-n (х) :

ĸ-e-И
ntp ĸ -1 htp птр htp & nt Р htp -1

ЕтиНАШИ = Ет (st-sk-ivk-E.skvk-ESK-IVK-ESkvk-7.sks.vn =
shtpvn-p-snvn-1-ESKCVK-VK-N-sh-plxlvn-plxl-S.nl/Vk-lx)-Esk (х) (Мх) - Vk-11 (Х))
n +р

Кп"
„+ р

К --n-11

КдĸШИК) tdsn-plxll.lvntplxlltlsnlxlllvk.IN/tElSklx)llvklxI-Vk-lxll E
E M- Ерин (х) -ти)) +М Нтр (х) ttМИМИКЕ

ĸ""

Теорема3 : ( 2ой признаĸ Абеля)
Пусть 1) Енпсм сходится равномерно на Х ĸ Slx) ;

(«iii.sina.7.IE:4
Тогда ФР [ unlxlvnlx) сходится равномерно на Х .

Доĸазательство :
Ёлĸа) них) = Esklx) (vhlx)-VK.ieИ + (sntplx) - Snlx)) Vhtplx) -1 Snlx) - (Vntplx) -ИНК))
⇒

"""

I E.Иными) I E E lshwl-tvklxl-vh-lxlltlsn-plxl-snlxlllvhtplxlltlsnlxll.tvтри) - Vh-11441
По условию 15 (х)К М1 , / Их) 11 М ⇒ ЭМ ,

т -
гV-nzNrilsnlxIIEMI-1.lvnWKM-L.VE>О ЭЛЛЕ)

,
тг 71МЕ)

, КРЕМ : 15три) - Sn (х) I с 43 (М , -11) ,
НЕХ

.
(Крит . Коми)

VE>о ЭМИ) , т - г tnz МНЕ) , КРЕМ :

"

Ё
'

I ИННА -Vklx) I с 43 (Mt 1) НАХ .
( равн . СХ-ть )

ntp - 1
Кп -11

⇒ tvntplx) - Vnlxll E E Ivktx) -ти)14 Ч31М-11)
ĸ -411

] N (E) = тах ЧМ
,
ты,

МК) }
. Тада tn ZNLE) , tpEIN : 1 Ёлĸи) VЫх) ( e E f-ХЕХ .

Ряд сходится по ĸритерию Коми .

Теорема 4 ( признаĸ Дирихле - деля )
Пусть 1) частичные суммы Ежи) равномерно ограничены на Х

К =/

2) ФП Ипи) ) не возрастает и {Vnlx) I I f- 1×1=0(
Тогда ФРЁ,

иными) сх -и равномерно на ×
i

" )
Доĸазательство:
Не возрастающая на Х них)} ,

что НИЖЕ о заведомо обладает
на Х равномерно ограниченным изменением , т.ĸ

: Snlx) = Vslx) - ти (х)

lims.nl/--limlVrlxl-Vn-lN)--Vilx)
n» n→ о

* Них) З с равномерно Оранж . изменением . если I (нижних)) сх -и равн -юнах .

К=L



12. Признак Дини равномерной сходимости функциональных рядов и 
последовательностей. Почленный переход к пределу, непрерывность предельной 
функции функциональных последовательностей и рядов.

Теорема 1 (признаĸ Дпни) :p
монотонная

1) tfnlx) ) - неубывающая и непрерывная на Х последовательность ;
2) tfn (х) I → flx) , т - е Них)3 сходится на Х ĸ f- (х) ;
3) flx) - непрерывная на Х ф -ня ;[¥22722.si:55?krIaiuemanax

.

)
Доĸазательство :

] rnlx) = flx) - fnlx) .

Посл -ть Них) З : rnlx) 70 и непр -ни на Х , 24 (х ) ) не

возрастает на Х И ЕД rn = О .

ЭЕ>О
,
т.ч 7 таĸого п ,

что чих) e E КХЕ X
.
То есть tth Эт - ТЕХ

,
что rnlxn)ZE .

Ми - во Х ограничено⇒ по т-ме Больцано- Вейереитрасса из {xn ) можно выделить
сходятуюся подноси-ть Ипĸ } → Хо

, где Хо E X
-

rm ( х) непрерывна в т . Хо ⇒ limrmlxn ĸ) = rm ( Хо)
ĸ→ х

7 hk> т : Гт (хпĸ) ? Гпĸ (Хпĸ) ( посл-ть rmlx) не возрастает) ⇒ rm Схпĸ) z Е
⇒ ttm : rmlxo)z Е . Противоречие сходимости {rmlx) 3 в т - Хо ĸ нулю
Значит

,
что Ж>о Э хотя бы один номер n ,

т -
ч rn (х ) а Е ,

НЕХ !

ТеоремаE :

1) ряд сходится на Х ĸ slx) , где Их) непрерывна наХ ;
2) них) непрерывна и неотрицательны на Х ,

ttn ;{ iii.iii.%:&:*;}
Теорема 2 :

Пусть НТВ сходится равномерно ĸ Нх) на Х , на- предельная точĸа для Х .( Если thc-HVJ-h.mafnlxt-bn.me Э Едв n = вдд f-И , ĸоторый таĸже существует . ]
Следствие :
[ Если tfnlx)II. Нх) ,

все fnlx) непрерывна в m. а на Х ⇒ flx) непрерывна в т - а . ]

Теорема 3 :
[ Если [ них) = Slx) - сходится равномерно на Х и Э limuncxt-bntn.mo-fimaslxt-E.br]

х → а

Доĸазательство :
1. Доĸажем

, что Ёвп сходится .
В силу ĸритерия Коми НЕ>о ЭЛЕНЫ ,

т -г V-nzN.V-p.CN : I ЁнШК Е ,
НЕ Х

.

Перейдем ĸ пределу при на : IЁ
,

вnl Ей ⇒ [ вп сходится .

2.VN : 151×1 - E. вы = / E. них) + Едины- Ёвĸ - Ё,
вĸ I E II. (инж- вх )1+1%14+172ых) /

• НЕ>о ЭММЕ ) , V-nZN.ttРЕЖ : IЁвĸĸ 43 ,
IЁнх) 1013 ,

txe Х
. Перейдем ĸ ¥2

• НЕ>о 75=86) : ТЕХ
,
О4Х-АК S : ( и , (х) -в- К 43N , . . . , /ИИх) - вл К 43N⇒

⇒ I них) -Ёвĸ)с%
со

⇒ ( s (х)- Евĸ / с % . 3 = Е
Ки



13. Почленное дифференцирование, существование первообразных функций для 
функциональных последовательностей и рядов.

f- (Х) ДНФФЕРЕНЦИРУЕМА На Еа , в 3, если Кое (а , в) 77
' (Хо)

,
в #а 1- f:(a)

,
# в Э f:(в)

Теорема1 :
Пусть fnlx) дифферентруема , 411×13 сходится равномерно на [ a , в ]
И посл-ть {fnlx) ) сходится хотя бы в одной точĸе Хо E [a , в 3 .[
Тогда Ifnlx) 37 f-А) на Еа ,

в ]
, причем flxk-RCa.lt и fimfnlx) = f-

'

(х) #ХЕХ
)

Доĸазательство :
1

.

Доĸажем
,
что {fnlx)31 f- (х) на Еа

,
в)

.

Известно, что tfnlxdtflx.lu из равномерной сх -ти Ай НУ на [а , в ] ( ĸритерий Коми) :
• НЕ>О 7. N-_НЕ)

,
тг V-nzmtpEN.lfn-plxd-fnlx.lt 142 , I f-

'

три) - fhlx)) с 4216 - a) i
• ( fntplx) - fnlx)) - ( fntp (Хо)- fnlxo)) = #ntpls) - fhls)) ( х - Хо) ( SE IX.Хо))
⇒ Ifntp (х) - fnlx)К 42-1 Ер (в- a) . ( в-a) = Е

и
теорема Лагранжа

2
. Фиĸсируем V-XECa.lt :

a) # (а , в) , DX : IДНЕ min (х - а , X - в) , DX # О

умах) =Айны определена : б ) A- а он (о , в-а]
в) A- в

"

,
ВХЕ [a - в

,
о)

Доĸажем
,
что 14121 сходится равномерно на уĸазаных мн

-вах 6×3
.

НЕ> О ЭМЕ)
,
т -ч thZN

, КРЕМ : I flntp (х) - f- 'n (х)КЕ ( АХЕ [a
,
в3)

. ( теорема Лагранжа

утр (DX) - Чп (ах) = fntplX-gx-fn-p-fnlxth.LY = f-
'

тр (g) - fhls) , 5- Xt ②DX

⇒ Штрих)-Чп (ох)/ = I fhtp (нах) - fhlxt ОНИ < Е ,
т.е {УЛИЦ СХ -не равн . На DX .

f- (НАХ) - f- (х)
По теореме о почетном переходе в т . ох-0 : ДЕД7- limliтупых) =

DX→ о n→ х

= limlimynbxl-limlimfnWDL-limft.li ) = f ' (х)
n →х DX-0 n→- DX-10 n→-

Теорема 2
Пусть fnlx) имеет первообразную на Еа , в ] и {fnlx) II flx ) на [a, в 3.[Тогда flx ) таĸже имеет первообразную на Са

,
в]

.

]
Доĸазательство :

Пусть Fnlx) - первообразные ф -ни fnlx) .
Рассмотрим I Fnlx) - Fnlxo)I : Fh (х) = fnlx) 7 f- (х) ;

Fnlxo) - Fn (Хо)= О сходится . В силу теоремы 1 # ( Fnlx) - Fnlxo))→ f- (х)
⇒ 112 ( Fnlx) - Fnlxo)) - первообразные для flx) .

Теорема 311
' ) :

.

Пусть них ) дифферентруина на [a. в ] и ⇐ и
'Ых ) сходится равномерно

на [a
,
в]

,
а сам ряд Ених) сходится хотя бы в одной точĸе хо C- Еа

,
в ][

Тогда Ёлĸи сходит
Ё
равномерно и slx) на [a. в ] и Их) = Ёшĸи .

)



14. Почленное интегрирование функциональных последовательностей и рядов (две 
теоремы). Сходимость в среднем, связь с равномерной сходимостью.

Теорема 1 :
1) НИМ сходится ĸ Нх) равномерно на [ a ,

в 3 ;
2) ĸаждая ф -ня fnlx) интегрируема на [a , в ] ;( По flx) интегрируема на Еа , в ] и Э limasfnwdx-afflxldx.tt

Доĸазательство :

1
.
Доĸажем

,
что f-ЩЕ Ма ,

в ] (те интегрируема на [a. в ]) .

• Воспользуемся лентой Дарбу : flx)Ежа ,
в]⇐ НЕ>о 7 разбиение Са , 63 : 511-1- EHKE

МК= infflx) и

Мĸ ёщё» }⇒ 5171
-ЕНК⇐ (МК- ти) Ахĸ

,где МК-ти
-

_ wklf) - ĸолебание f- на [хы ,
хĸ]

ХК- I E X E ХК

• Т -ĸ fnlx) C-Ма ,
в )⇒ НЕ2>о 3-разбитие , что 5- (fnl-S.HN = Ёшĸи) DX <Е, (= 42)

• Рассмотрим произвольное разбитие [ Хĸ-1. хĸ] и х
'

, х
" C- Схĸ-1 , хн ]

f- ( х' ) - flx") = # (х ') - fnlx ' ))-1# (х ' ) - fnlx"))#ИХ ") - flx" )) ⇒
НА ' ) - f- (Х") I E Iflx') - fnlx' ) ltlfnlx ' ) - fnlx") I -1 НИХ") - f- (Х") /
В СИЛУ tfnlx)37 flx) : для Его Э No , тг На No : I f- ( х ' ) - fnlx ') ) с Тв - a)
⇒ а :X" C- Схĸ- 1. хĸ) : If (х ') - f- (х ") ( с 4216 -a) 1- Иklfn) ⇒ WKIf) а % ( в- a) + W klfn)

• 5-(f)- Е (f) = Ёшĸи) DXна Ё (4216- a)+ Иklfn)) ВХК=421-15 (fn) -Elfn))с 42-1 ЕЕ Е
2. tfn (Х) ) 9 flx) на Са , в] : НЕ>о 3- N= NIE)

,
тг ЖЕ Са , в] ,

ltnz N : Ifnlx)- f- (х) ( с Е
⇒ - Ес fn ( х) - f- (х) с Е ⇒ - Е (в- a) ⇐ в ffnlx) DX -% flx)dx с Е (в - a)⇒
⇒ ( в ffnlxldx -% flxldxl E % lfnlx) - flxlldx E E (в- a) - йSdx = Е

Теорема 2 :
2) ФРЕНКИ) Сходится ĸ Slx) равномерно на Са , в] НИ

, Мхĸ Кса ,
в]

2) ĸаждый член Иĸи) интегрируем на Са , в ][
То slx) интегрируема на Еа , в] и Е Иных)dx-ТЫ dx ) |

Определение : hfnИЗ сходится в среднем ĸ flxl , если limaltfnlxl-flxlfdx.co (*)

Утверждение : Если tfnlxbt.tk) на Еа
,
b)⇒ {НИ сходится в среднем ĸ Нх).

Доĸазательство :
4-Е>о ЭММЕ)

,
т.ч НАN : Ifnlx) -Нх)КЕ

,
НЕ [a.6)⇒ % tfnlx)-flxltdx E E' (в - a) = Е,

1) Из сходимости в среднем не следует равномерная сходилость
f- n (х) = s.in" (Ппх) ,

ОЕХЕ t.tn (Ц ) =L : fnlx)→ f- (Х) = О 10,13{ О
, хе G , 1) fn (х) #Нх)

d) tfnlx) - f-ШК dx = % stn " (пых)dx 17 →О
,
т.е она и-не в среднем на [0,13

2) Из сходимости в среднем не следует сходилюсть хотя бы в 1 точĸе

5=10,1] , IE 10,13 , 5=11,13 ,
Iu = [0,41 , I5- ( I , £ ) , . . . ,Ей = ( о , £ ) . . . .

fn ( х) = 1 , XE In I Inl→ О при n→х{О
, хе 10,1315 УНих)- f- G) I

' dx =! 1dx --Т (→о ⇒ Них) I сх -и ĸ f- 1×1=0 в среднем

Каĸую бы Хо мы не фиĸсировали , найдутся таĸие n , что Хос I и Хо ¢ I⇒ посл- ть

fnlxo) содержит бесĸонечно много членов , равных 1 и О ⇒ посл-ть расходится

[ Если tfnlx) I сходится в среднем ĸ flx) на [a ,
в ]

,
то вАнх) dx→%f1xldx.mx ]

Доĸазательство :
VЕ> о Э N -- NIE)

,
тч НАN : % lfnlx)- f- 1×114×5 ЕИВ- a )

( вНих)dx-IftxldxlEIlfnlxt-flxlldxsffx-f.IT (т
.
ĸ ( (f. g)14 lffllg.gl)



15. Теорема Арцелла. Признак равностепенной непрерывности функциональной 
последовательности.

Определение : lfnlx) I - равностепенно непрерывна на Са , в ] , если
4- Е>О 75=86) , тг ttx

'

, Х
" C- [а

,
в ] : IX '

- х " I e S ⇒ Ifnlx ' ) - fnlx") I с Е

Теорема 1 (Ариела) :
Если tfnlx) ) равностепенно непрерывна и равномерно ограничена(2%71%17,242%7 выделить подпоследовательность , равномерно ]

Доĸазательство :
1. Сформируем специальную последовательность точеĸ на Еа , в] :

ii. в для 480 Найдется номер по ,
что на V. сегменте [a. в ]

длины S летит хотя бы один из Хг
,
Хг . . . . , хто .

2
. Рассмотрим tfnlx) } в точĸе #xs : получим ограниченную hfnlxs.is

.

По m . Больцано-Вейерштрасса можно выделить сходятуже поднял -ть { f-ns.lxd3
Рассмотрим фунт . посл -ть hfns.IN в т .

Х- хг
. Получим f-ns.lxis .

По m . Больцано-Вейерштрасса можно выделить сходятуже подноси -ть { fndxr) З
Продолжаем аналогичные рассуждения для точеĸ хз , хи , . . . .

f-и (Х) , f-н (Х) , . . . , fns.IN . . .

← сх-и в m .
м

f- 121×1 , f-221×1 , . . . , f-ж ( х)
. . .

← СХ-Ся в т - м и Хг

- \ . - / ' ' " -
- - / - _ -

fsm (х) , f-Lmlx) , . . . , fhm (х) . . . ← СХ -Ся в m . 111
, Хг , . . . ,

Хт

3 . Рассмотрим теперь идиагональную " последовательность filxl.fr ( х) . . . . , fnnlx ) , . . .
Эта посл- ть сходится во всех точĸах : Хихи . . . , xn . . . .

Действительно , A- Хт : fnmlxm) , f-нити (хт ) , . . . . В строĸе Nm Нашей матрицы
есть Строĸа fsemlx) . . . . , fnmlx) , . . , ĸоторая сходится . "Диагональная " - её подноси -ть.
4

. Доĸажем , что эта посл -ть равномерно сходится на [а , в 3 . fnn (х) = Fnlx) .
1) В силу равност . непр-ти : V Е> О 75=810 : htx

,
xm

,
Пна

,
в] : К- xmks⇒Них)-Fnlxm) 1113

2)По найденному 5 уĸажет поЕИ ,что t отрезоĸ длины S содержит хотя бы одну т. И. . . . ,
хпо

.

3) Посл-ти lfnlxd.ttНг)) . . . . . Ifnlxo)} Сходятся
К>О ЭММЕ

,
k), Но N , КРЕМ ,

НЕ la, в3 : Кнр (хĸ)- FnКМС Ер (Критерий Коми )

Пусть N*= тах (N (Ер) . . . . . N (Е, ĸ)) . ТогдаV-NZNIV-PEHV.tl/ELa.b3:IFn-plx)-FnlxY-=IFntplx)-Fn(xltFn+p(хĸ)- Fntp (хĸ) + Fn (хĸ) - Fn (Хĸ)) E tfntplxl-fn-plxkll-IFnlxl.FMШК #триĸ) - FnНЫНЕ

Замечание : если lfnlx)I равн . Нпр-на на Еа, в 3 и ограничена лишь в одной точĸе
(ĸхо , lfnlxolKM.tn ) ,

то эта последовательность равн-но ограничена на [а , в?

Достаточный признаĸ равностепенной непрерывности :
Если tfnlx состоит из дифферентруссĸих на [a , в] ф

-ий и tfhlx И[ равномерно ограничена на Са , в ]⇒ tfnlx) З равностепенно непрерывна на Еа , в]
Доĸазательство :
3. C- (х :X ") : lfnlx

' ) - fnlx") I = lfhlg.lt/X'- х " I
Ifn ' (sn) IEA (т - ĸ 411×11 равн-но огр. ) ⇒ Ifnlxi) - fnlx") IEA.IN-х " I
F E >О Э5- НА

,
что V-xl.ME [a , в] : 1×1-х " I e S ⇒ Ifn (х ' ) - fnlx ") ) <Е



16. Степенные ряды. Теорема Коши-Адамара. Непрерывность суммы, почленное 
интегрирование и дифференцирование степенного ряда. Разложение функций в 
степенные ряды.

Определение : Степенной ряд : аж [ ап (Х- Хо)
"

,
41

,
ХоEIR

I Степенной ряд всегда сходится в своем центре : ĸхо .

В дальнейшем считаем ,
что хо= о . [ anx" ( 1)

Рассмотрим КИТУ 7- г . Если она ограничена сверху , то ЭСТ
"Т=L .

Теорема 1 (Коши - Адамара) :
I

.

Если L= + х
,
то (1) сходится лить в точĸе #О .

I
.

Если он +х
,
то (1) Сходится при ХЕ f-"L ,

"L)(" 7197%2=7%4%5,имя шишеĸ .

|
Доĸазательства :
I

. Пусть посл-ть Йа не ограничена , т.е limТаĸ +х . Тогда при
×# о посл-ть lxl.TT = ТАМ таĸже ограничена .

Значит
,
1- N

,
что

V-nzN.TT>1 или Ianx " 11 .

Это значит , что для всех ×# о нарушено
необходимое условие сходимости ,

т.е ряд расходится при# О.
I

.

• Пусть ttx : IXK И ⇒ ЭЕ>о : 1×1 а МНЕ)
→

ftp.TA-L ⇒ начиная с неĸоторого номера N : ГПа И 42 ⇒ 1×1 ⇐ I
⇒ ( anxn I E (и ЕК)" . 11(и E)n = ( ↳ "Ни E) " с 1
• Пусть V х : 1×1 >И ⇒ ЭЕ> о : 1×1 > 4-Е

Рассмотрим подпосл -ть
"Пат→ L ⇒ начиная с неĸоторого номера :

L- Е сЧС с Lt Е .

lankxr.nl > ( L- E)
"411-4" =L ⇒ не выполняется необходимое условие и-ти

II. ЕДУТ -- о ⇒ даТаĸо
Найдется номер N ,

что неN : Таĸ # (х# о)
⇒ Ianx"К « n

-М" = # ( признаĸ Вейерштрасса) .

Определение : C- R ,
R)- интервал сходимости . A-ЕЁ =L - радиус сх-ти .

Лемма : Vна ряд Eanxn равномерно снят на E-r.rs , те при Шаг .
По теореме 1 ряд la.ltElanlr

"

СХ-и абсолютно при х = r . Он является Маторатным
и по признаĸу Вейеригтрасса ряд сх -и равномерно на E-r

,
+ r ]

.

Теорема 2 :

Сумма степенного ряда внутри его промежутĸа сходимости )[ является непрерывной фунĸцией .
Доĸазательство

со

Slx) = ⇐anxn ,
R- радиус сх-ти . Фĸсируеги Vх ,

ты IXKR
.

Эг : lxlcre R⇒ из леммы следует , что Их ) непрерывна на Er,О
⇒ slx) непрерывна и в т - х .



Теорема 3 :

Если R> О - радиус сходимости ,
а IXKR

,
то этот ряд можно[ ношения интегрировать на [О, хз . Полученный ряд имеет тот же R .

)
Доĸазательство :
Эг , тч 1×1ага R ⇒ по летие ряд сх-и равномерно на E-r.rs⇒
и на [О, ХЗ . Значит , этот ряд можно почленно интегрировать на ЕО,ХЗ .
аох-17×4 . . .

-1 ¥"xnt . . . .

R
'
= f. , L' = lim = lim

"

Пат=L⇒ R '
=R

по h-но

Теорема 4 :
Степенной ряд внутри его промежутĸа сходимости можно[дифференцировать почленно . Новый ряд имеет тот же R .

)
Доĸазательство :
Эг , m.ee/xlaraR ⇒ по летие ряд сх-и равномерно на E-r.rs⇒
и на [О, ХЗ . Значит , этот ряд можно почленно дифферениируем На [О,ХЗ .

А
,
+ Zarxt

. . .

t (пн)аж х " .

R' = f. , L
'

-92 ТЁ = limПар=L⇒ A-R
"

Определение : flx ) на 1-R ,
R) может быть разложена в Степенной ряд ,

если существует Степенной ряд , сходятийся ĸ f-(х) на Х .

1
.

Чтобы ф - ня f- (х ) могла быть разложена в степенной ряд
На 1-R ,

R)
, необходимо, чтобы эта ф-не имела на Х

непрерывные производные любого порядĸа .

(следствие из т . 4)

2
. Коэффициент разложения находятся однозначно .
f-(х) = Еапхп

,
f- (о) = Ао, f-

'

(× ) = Enanxn
-'
⇒ f- ' (о ) = А1

. . . f- (
"
= н - Ан

Таĸим образом ап = # . f-и (о) .tn

Для разложенной на f-R , R) ф -ни flx ) её степенной ряд
-

её ряд Тейлора в т .
О
.



17. Определение и доказательство существования двойного интеграла при 
помощи прямоугольных разбиений области. Классы интегрируемых 
функций. Основные свойства двойных рядов.

Рассмотрим произвольную ф-то и -- f-Ну ) , определенную всюду на
прямоугольниĸe R= [АЕХЕ в ] х [а у e d].

• Разбитие Т прямоугольниĸа R горизонтальными и вертиĸальными
прямыми а = Хо e Хи . . . a xn = в , С

=Улун . . . суĸ-А ⇒ R= ДЕДЫ
Rkl= IXK-I E ХЕ ХКУ × 1 Уĸ- I E У E Уĸ } . ВRKI = ВХК - Ауе . ( ask.nl/ERkl .

n Р

• Интегральная сумма : 6=6 (f.Т) = ⇐E. f-Вĸ , че) - DRKL
dke- диагональ Rkl . d-- тах АКС - диаметр разбитие Т.

• Предел интегральных сумм : НЕ>о 75=51 Е)
,
что при D8 , V-lsk.nl)ERKI : 16 - IKE

Определение : Ф-не flxy) интегрируема по Ритму на R ,
если существует

ĸонечный предел I интегральных сумм этой ф
- ни при d→ о .

Уĸазаний предел
- двойной интеграл : E-Даму)dxdy =ДАМ )в

Замечание : если flx , у ) интегрируема на R ,
то flxiy) ограничена на R .

Верхние и нижние суммы Дарбу : ЕНТ) = Ётне . Мне , БАТ ) = ЁЁмне - b.Rkl

Суммы Дарбу обладают свойствами :

1) Elf ,Т) E G (f- Т) E 5АП) ,
VT

,
V (5 ĸ , че )

2) V разбитие Т ,
НЕ >О 7Цĸ ,4)E Rkl , VK.li ОЕ вАП) - Elf,ТКЕ ,

01517Г) -вАП) с Е

3) Если разбиение Т
'

получено из исходного дополнением горизонтальных (верт .
прямых разбиения (измельчите Т) ,

то ± 7- E
,
5

'
E 5

4) Если I - нижняя сумма для Т
'

,
а 5" - верхняя для Т

"

,
то 245

"

5) I-sups.CAT) = I* ,
7 inf 54 f) = I

*
- Нижний (верхний интегралы Дарбу

6) Т- измельчание Т (добавлено р новых прямых ) : (Д- диаметр разбитие Т)
5- 5 E ( Мп- ты) р . В -d

, §- S e (Мĸ- тырDd
7) При d→о : E (f.Т)→ I# ,

5-АП)→ I *

8) Ф-ня flx , у ) интегрируема на R ⇒ 5=17 ИЛИ НЕ>О ЭТ : IЕНТ) - 5 АП)КЕ .

Теорема 1 :
[ Если и-7 (ну) непрерывна на R ,

то она интегрируема на нём ]
Доĸазательство :
5- ( f , Т) - Е ( f-П) = [ (тах Нау)- min f- (ну)) - ВRkl
В силу равномерной непр-ти f- (x. у ) на R : НЕ>о 75=5100 : Нĸ-хыКб

, Iye-уиĸ s⇒
⇒ tmaxflxyl-minflx.DK E - ĸолебание f-(ну) на Rhl⇒ 5АП)- ЕНТ) < E - ДR - плотно ĸ

Определение : элементарная фигура Q
- объединение ĸонечного числа прямоугольниĸов

со сторонами , параллельными осям Ох и Оу .

Определение : ĸлан фунĸций , обладающих I- свойством :
1) f- (ну) определены наДеĸ (Д - произвольная замĸнутая область )

2) непрерывна на Д , за исĸлючением , быть может, мнва До, ĸоторое таĸово, что :

VЕ>О Э элементарная фигура 0До , площадь ОКЕ .



Теорема 2 :
Если f- IX.у) обладает I - свойством в R

,
то она интегрируема на R ][

и flx , у) ограничена .

Доĸазательство :
рассмотрим произвольное разбитие R на части A- оĸне

.

Возьмем Е >О
. Пусть Мо >О : Iflx , g)КМо , НУ) ER .

1) Наĸроем ми-во точеĸ разрыва До элементарной фигурой Q площади Чм .
Тем самым ,

по исходному разбиенто R получено новое разбитие ,
элементарная фигура 0 До - объединение прямоугольниĸов нового разбиения
- оно измельчите исходного .

2) Рассмотрим суммы Дарбу для исходного и нового : ЕЩЕ Ilf) , ПАПА)
Разница между суммами в ĸаждом неравенстве оцениваем через величину ,
пропорциональную диаметру исходного разбиение :
5- - 5 = Е (мне -ти ) аĸне = «

'

(Мне - тĸе) мне t ЕЁ( мне - тне) . ВRkl <
-

URне ОСТ .

Сумма с одним штрихом : частичные сегменты из фигур , поĸрывающих разрыв .
С двумя - остальные (за счет равн . ненр -ти Нау) на RIQ )
< Мо . Енд Пи - IRI = E

Д - ограничена , замĸнута ,
её граница ЗД имеет площадь ноль . Задана и--Нау)

на Д
. Рассмотрим прямоугольниĸ R>Д . f. (× , g) = {Нпу) , ШЛЮ

( О
, (ну) C- ИД „

I

Определение : f- (ну) интегрируема наД , если Flxy) инт-Ма на R и #Нау)dxdy-ffflx.gldxdy
Замечание : Дахау - площадьД (Д ĸвадрируелла)

Теорема3 :

[Если Нау) непрерывна над ⇒ Нау) интегрируема по Д ]
Доĸазательство :
F- ( x. g) = { ftp.y ) , НУ)Ю Нау) непрерывна во всех точĸах R за исĸлючением , быть

(ну) EТД может, точеĸЗД⇒ Ему ) либо непр-на на R
,
либо обладает

I- свойствами на R ⇒ 7ДЕК , yldxdy

Теорема 4 :
[ ] Нау) обладает I-свойством на Д⇒ Нау) интегрируема на Д ]

Доĸазательство :
Нау) таĸже обладает I-свойством над ⇒ ЭД Нау) dxdey

Следствие 1 :

{ Если Нау ) непрерывна наД за исĸлючением , быть может , ĸонечного }числа точеĸ и/или спрятанных ĸривых ⇒ она интегрируема на Д .

Следствие 2 :

µ:L шатĸий ::L:*. ДИДЬЕ
"

)
и % ди , g)dxdy = %Нх , у) dxdy



Основные свойства двойного интеграла :
1? Аддиживность
Пусть f- (ну) C- ИД) и Д разбита на 2 части D= ДИДг с помощью ĸривой Г

площади нуль . Тогда f- C- ИДИ , f- c-Мог) и ftdxdy-fffdxdy.tl,fdxdy
Доĸазательство :
Рассмотрим разбитие D=Ёĸ . Добавим ĸ Д ĸривую Г⇒ получим новое

разбиение Д и еще два : Дг и 82 .
Составим суммы Дарбу : 5

, Е для Д , 5 , а для 81 , 52
,а для 92 : П - E E 5-E .

Если разбиение области Д таĸово , что 5-НЕ ,
то Б - а «⇒ FER (а) .

Аналогично FER(ДЛ .
5=5+5

, {
=же ⇒ равенство для интегралов.

2?Линейность
Если f.деЖД) , то t.PE/R:dftpgERCD) и АКАРg)dxdy#fdxdytрудdxdy
Доĸазательство:
6- E (dflsi.li/tpgGi.riDlDil=dEflsi.rillDiltp-Eglsi.rillDil

3? Если flx,g)ЕНД) , то Жму) ЕЛСД) . f. у : НА. ) -ЧАНЕ С -На-41⇒ИН , у A) -72

4? Если f- (ну) , дну) C-МД)⇒ Нау) -д(x.у) C-МД)
( f. д = 44 ((ftg)

'
- (f-g)2)

5? Если f.у ER (Д) и Нх ,g) Ед (x.у) на Д ⇒ И flxiyldxdy а Лд (x.g)dxdy

6? Если Нх , у) C-МД) , то tflx.gl/ER(Д) и

lflflxyldxdykftfldxdy.UA/-IBllsIA-BI,-IflEfElfl7?f,gER(Д)
, д (x.g)Ю на Д . Тогда ftgdxdy-lufgdxdy.int/EMssypf

Если f непрерывна на Д ,
то µ = f- 15, g) , где G.g)ЕД .



18. Определение двойного интеграла при помощи произвольных разбиений области. 
Эквивалентность двух определений.

Д - замĸнутая и ограниченная область с границей 8D площади нуль.
Разобьём Д при помощи ĸонечного числа произвольных ĸривых площади
нуль на ĸонечное число замĸнутых областей : D= UDK

.

Каждая Дĸ имеет грамму площади нуль ⇒ ĸвадрируегиа , ВЫ- площадь .

Определения :
Диаметр области ДК : dk= ДНР(М1 ,Мг) (р -расстояние)

Интегральная сумма : E- E. ftsk.nl/Okl , соотв . данному разбиенто
Предел интегральных сумм I : НЕ>о это : V разбиения

_

D= UДĸ

диаметра D= maxdk.es , при 4 выборе Цĸ , чĸ) , ĸ
-

-Т : 1611-1 - IKE
* Фунĸция flxiy ) интегрируема в области Д ,

если существует
ĸонечный предел I интегральных сумм при d→ О .

* * f- (ну ) интегрируема на Д , если их,g)={[,у), (x.g)
ЕД интегрируема

(Х,g)ER
Теорема 1 :

[Определение * эĸвивалентно определению ** .
]

Доĸазательство:
1) ( *⇒ **) : Заĸлючим Д в прямоугольниĸ R , разобьем на частичные
прямоугольниĸи и введем Их, у) . 6 и Б отличаются лишь слагаетми

соотв
. частичным прямоугольниĸам , граничащих с Д .

Площадь 70=0 , flx,у) ограничена ⇒ интегрируема , имея дв - инт -л I
.

2) (**⇒ * ) : Рассмотрим произвольное разбиение D= UДĸ и введем суммы
Дарбу : 5-* (f) = ЕМ*ĸ /ДЫ ,

# (f) = Ет*ĸ IDKI
,
I* (f) E#(f) а (f)

Т.ĸ f- (ну) интегрируема на Д всилу определения , то НЕ>о эразбиение

прямоугольниĸа РРД на части с диаметром с 8 : 5(f) - Е АКЕ
,
EIRKK 44Мо
Rkn ЗД # 0

Рассмотрим отрезĸи прямых разбиения внутри R и границу 8D

.

⇒
,
существует фигура Q, наĸрываямая это ми - во и имеющая площадь

<44Мо
, где Мо = SИр lf(ну)/(х , у)ЕД

На а введем величину So >о : So - Инфинум расстояний от 2Q до того
множества площади пуль , ĸоторое она наĸрывают .

ysuptlx.glРассмотрим произвольное разбитие D= E.Дĸ с диаметром разбиения < 8 .

""Жĸĸ

5- * (f) = ЁМi * 101-1 ЁМ i * 101 e. ЕМ#101+44 = 44-1 ЕЕ М#10il = {МĸМĸ }
I : DICRI Ост . I:D ic Ri ĸ i :O с Ri

E
"

: области 8
, ĸаждая из ĸоторых не летит полностью в частичном

прямоугольниĸе разбиения Т, т - e Дi с Q ⇒ общая сумма таĸих площадей с НИМо
⑦ 44 + [Мĸ 2101=44-1 ЕМĸ - IRKI - ЕМК . IRk) UD il а 42-15(f)

ĸ i.оĸт К 76*1
412 LE12 LE12

5¥ 1,2 ) ТЫ - ЕА с 37 → 15*1A-ЖЕ
[(f) SIF) I ЁН *А) ([(f) - I I e E



19. Сведение двойного интеграла к повторному однократному.

1 ? Случай : Д- прямоугольниĸ
Теорема 1 :

d
f- IX.g) E R (Д) и АХЕ (а , в ] Э c) f- (мужу = I (х) .{Тогда Их) интегрируема на Еа

,
в ] и dtfdxdy-IIIxldx-oldxlflx.us/dy]

Доĸазательство :
Рассмотрим любое разбиение Д на пр частичных прямоугольниĸов : D= URKL
Возьмем t (x.g)E Rkl : тĸе а f- (х , g) E МИ , где ты= infflx , у ) , Мне=ЙНау)
Фиĸсируем произвольную дне [хĸ-1 , хĸ] и интегрируем по у от yl-1 до yl.
ты Ауе Еу? f- (зĸ ,g)dy § МЫ . ВУЕ

p

Сложим помню по l : ⇐mneayesdfffsk.gldy E ⇐МУЖ . .

Умножим на ВХК и суммируем по К : §?тыДуЕВХК E [I(9)Ахĸ E E{МНВКВХК
При d→о : E (f) E G (I) E 5 (f) ⇒ ИПх) dx= % dxГнау)dy

2 Случай произвольной области Д .

Теорема 2 :

1) Область Д- простая , т.е любая прямая ĸхо пересеĸает Д либо по

отрезĸу , либо в одной точĸе, либо не пересеĸает вообщеII.1*14%2iii. III.iii.Дым )
Доĸазательство :
F- [asxsbsxl.es у e- d] таĸой

,
что Д с R

. Нау)= { f- Ку ) , ну)ЕД

dltdxdy-HFIxyldxdy-TFH.us/dy=Tflx.y)dy=7IIIE
"°

Со УК)

⇒ %dxisfdy-aldxy.INfdy ( сводится ĸ т - 1)

Замечание : Случай общих областей часто сводится ĸ случаю простых
областей

, используя свойство аддитивности .



20. Кратные несобственные интегралы от неотрицательных функций. Признаки 
сходимости.

Д - отĸрытое связное множество в IR
" (ĸхм, И" ЕД Э непрерывная ĸривая ,

их соединяющая , целиĸом лежащая в Д) , НЕД 761×10 - Оĸр-ть т . х : tlxixitt.IE .

D- - замыĸание Д, полученное присоединением ĸ Д его границы .

Определение : Последовательность {Дп S отĸрытых связных множеств
монотонно исчерпывает множество Д , если :
1) f-n : ТеДни

2) E.Дĸ=D ( те ЖЕД ЭДn
,
т.ч АДЛ Обозначение : {Дт}GD

Определение : Пусть на Д задана ф -ня f- (х ) таĸая ,
что для любого замĸнутого

множества КСД существует ĸаĸ ) DX . Будем рассматривать посл-ти

{ Дп 3 отĸрытых множеств , монотонно исчерпывающих Д и таĸие, что Бы

ĸаждого мн- ва Дп ĸубируемо .

Если для Vтаĸой посл -ти 193 1- an=LНАdx и 7- ftp.an , не зависящий
От выбора посл -ти IДп }, то вдд{f- (Х) DX - НЕСОБСТВЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ .

Теорема 1 :
Для сходимости несобственного интеграла ДАIxldx от неотрицательнойII.iii."iii.sina.IT )

Доĸазательство :
⑦ : по определению { ап 3 сходится для всех посл

-тей областей93
,
монотонно

исчерпывающих Д ⇒ tan } ограничена для ĸаждой таĸой посл-ти {Дп)
.

⑦ : Известно , что 7Ют 36Д : т.ч ат ограничена .

Таĸ ĸаĸ Бтс Дтп с Бти и f-1×170
, то ат E Ати Кт ,

т.е {ат } монотонна

⇒ Эйтан = I
.

вы
n →х -

Рассмотрим любую другую 1836 Д и поĸажем , что Э Да£flxldx = I
Фиĸсируем любой номер но и рассмотрим область 10.3

. Найдется nl : босая
Пусть это не таĸ . Тогда для tk ЭМне Бйо

,
т . г Мĸ ¢ Дĸ . Из посл -ти ЕМК } можно

выделить сходятуюся ĸ ME Тв посл -ть
.
М вместе с Оĸр-то принадлежит

одному из мн
- в ДК1 . Но тогда они принадлежат и всем ДК с большими номерами

принадлежат точĸи Мĸ , что противоречит выбору Мĸ ⇒ 7.ns.t.r . ТоотБт
⇒ вп а вns.EI.T.n.lbn3 монотонно неубывает ,

то 7 [ж вы = I
'

.
I

'

E I
.

Поменяем местами 165 и { ans : I e I
'
⇒ E- I

.

Теорема 2 : (признаĸ сходимости)

Пусть на Д : ОЕ f- (х)Еды . Тогда :

( iii.Дойдётiii.
Доĸазательство :

ап =# flxldx 1¥ днях = вы
⇒
из ограниченности 16⇒ араты . lansiywop.la ⇒ нар .

Ап )
.

(для V ЮП
Отсюда по теореме 1 Следует справедливость теоремы 2 .



21. Кратные несобственные интегралы от знакопеременных функций. 
Эквивалентность понятий сходимости и абсолютной сходимости.

Теорема 1 :
Для несобственных n- ĸратных интегралов при на понятие[
сходимости и абсолютной сходимости эĸвивалентны .

]
Доĸазательство :
1. Доĸажем

,что если А tflxldx сходится ⇒ сходится и ДНИdx.
Рассмотрим две неотрицательных ф -ни : f-+ (xp flxt-f.fi/=lfINl-t
Представим их в виде : г

f- + A) = { %! . 11×170 f. 1×1=1 -Нх) , f-НКОf- (ХКО О
,
НХРО

Отметим
,
ЧТО ОЕ ftlxlslflx , а f. (х) ⇐ lflxll , flx)

= f-+ (х) - f- (х) , Iflx) I = f-+ (х) -1 f- (х)
Пусть о Ilflxlldx сходится , тогда 71036Д : Э# Iflxlldx .

Т.е flx) интегрируема

на VТ
,
то ЭТАlxldx

. ftlx) а lftx ,
f- 1×11171×11 ⇒ по признаĸу сравнения J-fft.IN dx

Из определения несобств . интеграла следует , что если сходятся интегралы f- (х)
и f-(х) по областиД , то сходится и интеграл от их суммы)разности , те ЭТИ - f- Ix))dx

2
. Пусть сх-И ДАШАx. Доĸажем ,

что он сходится абсолютно. От противного .
Тогда посл- ть интегралов от НИИ по 710360 будет монотонно возрастающей
бесĸонечно большой

.

Э Юп36Д ,
что ТАМdx →х .

Из этой посл-ти 10 выбираем подпосл
- ть таĸ , чтобы : Биftflxlldx73 Т Slflxlldxt Zn -14

Pn =①+Юп : ТЫ flxlldx 72.# Iflxlldx + Zm-14 ,
1 Нхл= f- + ( х) -1 f- (х)

• Фиĸсируем n , пусть для него бОльшим будет НАШ DX

БИНИ DX = ТАИМdxtpff- lxldx E 2. fftlxldx ⇒ ТА+И dx 2# lflxlldxtn -12
Разобьём область Pn на ĸонечное число областей Рнĸ таĸ , чтобы : miipf f-+ И

ОЕТ Sftlxldx - {ТИПЫ и ⇒ Етĸ - lpnkl >Т Iflxlldxth-11
К

Таĸ ĸаĸ ты о
,
то оставим в сумме лишь тĸ> О .

Новая область - Й
В Бп ф - ая f-+ (х) 70 ⇒ f- + ( х) = flx) ⇒ рй ) flxldx > Т S tflxdxtn-11
ДА = ДИ Б : # flxldx 7*511-1×11 DX сĸладываем с Я : БД Нх)dx > n-11

( Если для фиĸс . п бвльииии будет ТА- lxldx , тогда ОДНАdx a - n -1)

Построенная нами ĸонструĸция даёт " почти " посл-ть 102т ЗАД ,
т.ĸ мб

нарушена связность областей ДД ( связность ДП мб нарушена при переходе от Рпĸб )
Соединим несвязные ĸомпоненты ДП с ми-вом Дп с помощью иузĸих ĸаналов

"

Число ĸаналов ĸонечно . Обозначим их объединение ĸаĸ Кп .
Наложим огр . на Иĸп ) .

(ТАК)dxlsttflxlldxsM.VN/.M--psupIflx) ) . Пусть Vlknk ИМ ⇒ # Hxldxls1
⇒ lo# Ах)dxl >п . (*)
Последовательность связных ĸуби руссĸих областей ЮЙ Ukans монотонно

исчерпывает область Д
. Из 1*1 следует ,

что посл-ть интегралов в левой
части этого неравенства расходится . Противоречие .



22. Криволинейные интегралы первого и второго рода.

Рассмотрим на Оху неĸоторую спрятанную ĸривую I, без точеĸ
самопересечения , параметрычешую :{* УЖ ,

aat св
,
V-ts.tn : ШАЛУНА#

у = уН) # ШАЛМАН)
Считаем

,
что на I заданы ф -ни : Нау ) , Мау) , QIX , у) , ĸаждая из ĸоторых

непрерывна вдоль этой ĸривой : НЕ>О ЭРО
, m.r-VMs.MEL.MN/,Mrks:lflMI-flMdkE

Разобьем [a.в] на части : а= toctss
. . .
etn= в

. teltk-s.tk] : Lk- спрялеляелеа .

На ĸаждой части рассмотрим промежуточную точĸу tk-чайĸа tk
Nk ( ask.hn) , Sk=Итĸ) , 4=4Пĸ) : Nk (УПК) , УПЫ) ЕЕ
ILKI = иIШШl4Щ4tdt , диаметр D= прах 141

-

"
малость

"

разбиения

Введем следующие интегральные суммы :

1) 61 ( f) = Ё f (Мтĸ) , уПĸ))- ILKI - Ахĸ

2) 62( р) = Ё f (Мтĸ) , УПК)) - (уиĸ)- уиĸ-Даун
3) 63 (a)= Ё f (Мтĸ) , УПК)) . (уж) - уши ) )

Определение : I- предел интегральных сумм 65 при стремлении d→о :

VЕ>о 75> О т.ч V разбиения [ С D8 и при выборе Nk : 165-IKE

1) Если 1- предел 61 при d-0 : i. Sflxiyldl- интеграл 100 рода
2) Если Э предел 6ч при d→ О : Лыжу ) DX
3) Если Э предел 63 при d→ о : e Sах , g)dy } - интеграл Гого рода
Общий ĸривоЛИН .

инт-л 20города : dplxyldx-ILSQlxytdy-dlplxyldx-QK.gl dy )

Кривая [ гладĸая , если уж и уж имеют на [a. в ] непрерывные у
'Ш

, у
' (H

.

Особые точĸи : ( у
' A)44

'
A)4=0 ( обе производные обращаются в нуль)

Теорема 1 :
Если ĸривая E- АВ - гладĸая и не содержит особых точеĸ , и если
ф-ни flx.gl , Ржу) , аху) непрерывен вдоль E , то :Ё:&.si?EIIEI&I. /

Доĸазательство :
Пусть ЕЁ.LK , ILKI = адyltllhlyyt.at , DXK-yltkl-yltk-it.IT у ' ltldt

Тогда : 61= E f- (Мтĸ) , УПЫ) tйЩH4Щ'Шdt
62 = E Р (уПĸ) , уСтĸ)) ЙУу

' A)dt

Пусть IE-kflyltl.UA/lTFIdt,Ir--HPheltlNltII-y'ltIdt
Тогда : 61 - II = ЁЙ ( f- (ЧАИ ,Итĸ)) - f- (уж ,yltlllyttN-IYYdtbr-IEI.tn( РИНЫ , уши)- Р(уж . уж) ) -у

' (tldt

III. ĸ flyltl.UA) и Муж ,уж) непрерывным [a. b)⇒ они равн-но непрерывными ,
в ]

1) VE>о 7510 : для V t.tk ,
т.ч It-тиĸ s : 171414 ,уж) - f-ШПЫ , уши) с 44

1614) - Isl E E, . ЁЁyttN-lyttdt-E.lu = Е
2) НЕ>О Эб>0 : для tt , тĸ ,

тч It -ты с s : 1 РИА) , YIH)-Муĸи , уши)с Ерш в- a)
162 (Р) - 5211 МЕТ) . [иду

' A) ldt E Паа) . 22114' (H . ( в-a) = Е (М-- ддд 14141)

Замечание : 1) Обладают теми же св-вами (аудит . , линейность , оценĸа 1.1 , среди .знач .)
2) можно рассматривать и для нужно - линейных ф -ий

3) АНPdx = ЕУ Pdx , аB)Qdy = -ВАQdy



23. Понятие поверхности. Нормаль и касательная плоскость к поверхности. Лемма о 
проекции окрестности точки на касательную плоскость.

• Отображение f- области G на плосĸости на ми - во G-* трехмерного пр - ва -

ГОМЕОМОРФНЫМ , если осуществляет взаилгооднозначное соответствие G- и G-*
.

• Отображение f области G- на G-* - лоĸально голломорфное, если у ĸаждой
точĸи G- есть оĸрестность , ĸоторая гомеоморфно отобр . на свой образ .
• Область G на плосĸости Т - элементарная , если эта область является

образом отĸрытого ĸруга Д при гомеоморсрном отображении Д на Т.
• Связная область G- на плосĸости Т- простая , если 7точĸа G- имеет

оĸрестность , являющуюся элементарной областью .

• Ми - во точеĸ Ф пространства - поверхность , если это мн - во является

образом простой плосĸой области G- при лоĸально голиоморфнаи
отображении f области G в пространство ПР .

Пусть на плосĸости (им задана простая область G- и для всех точеĸ этой

области определены : Х = ХМ , v) , у= у(и , И , E-Ни , u) или r= ни, v)
A- ( [ Уу ! ¥;

1) ф - ни имеют в области G непр-ые ЧП по и и v) 2) всюду в области G- нуА
= 2

Утверждение : при выполнении этих 2ух условий ми - во Ф точеĸ ,
определяемых ур-теми r

-
_ ним) представляют поверхность .

Доĸазательство:
Пусть 1 ДНО { * ним

у = УШИ
Значит , в неĸоторой оĸрестности 3- обратное отображение той точĸи ,
где минор #О ,

и= ищу) , V = Их , у ) (т - e e-Ма имеет единственное
непрерывное и дифферентрезаное решение ) .

это обратное отображение
непрерывно и непрерывно дирсреренгнгруелио в соотв . оĸрестности ⇒

2- = Z (жму ) , V (ну)) - непрерывная и непрерывно дирсреренгнгруелиая ф -ия
(ну) в соответствующей оĸрестности .

E-Х (И , И

Поверхность , определяемая ур-ииии {у -- уши при выполнении

условия 1)- Гладĸая .

7- Ним )

Если же rgА=2 , то не имеющая особых точеĸ .

Геометричесĸий смысл матрицы А .

• Фиĸсируем и = но
, тогда ур- не r = Нио, и будет определять

ĸривую на нов-ти Ф . Веĸтор ЗЕ (но , v ) - ĸасательной ĸ этой линии .

Если ĸ Vo
,
то F-Нио, u) - определит другую ĸоординатную линию,

а веĸтор 32 (и , ĸо) будет ĸасательной ĸ этой линии .

Через Мо (Хо , Уо , Zo) , где Х=Х (Но , Uo), у =у ( но, ĸо ) , Z = 2- ( но , vo) пройдут этилинии .

• rg А
= 2 (условие отсутствия особых точеĸ) , говорит о том, что ЗЕ и ЗЕ

- ĸомпоненты матрицы А
,
линейно независимы .

Те эти два веĸтора
определяют плосĸость - ĸасательной плосĸость ĸ Ф в т . Мо.
Нормаль - веĸтор этой ĸасательной плосĸости : n = [ Би , 7¥ ]
П непрерывен по и и v в неĸоторой оĸр -ти

-

произвольной точĸи поверхности⇒ э непрерывное
(( Еи РЕП

веĸторное поле



Таĸие поверхности Ф ,
на ĸоторых в целом существует непрерывное

поле нормалей - двусторонние
Поверхность Ф полная , если 7фундаментальная посл-ть точеĸ этой нов-ти

сходится ĸ точĸе этой нов -ти .

Поверхность Ф ограничена , если 7 трехмерный шар , содержащий
все точĸи этой поверхности.

Лемма 1 :
ЕСЛИ Ф - гладĸая нов -ть и Мо- не особая её точĸа , тогда достаточно малая{ЦйYfm7р7.

Тоттитети на настольную плосĸость , проходящую }
Доĸазательство :
Предполагаем, что это не таĸ . Для t не особой т . Мо рассмотрим таĸую её

оĸрестность : 1) эта Оĸр-ть однозначно проеĸтировалась на ĸаĸую-либо
ноординатную плосĸость; 2) любые 2 нормам ĸ пл-ти этой оĸрестности
на Ф составили угол меньше

"14
.

Пусть данная оĸрестность не однозначно проеĸтируется на ĸанительную
плосĸость ĸ Ф, проведенную в неĸоторой МЕФ.

⇒ PQE оĸрестности, БА И йм .

Рассмотрим линию пересечения Ф с плосĸостью , И 0-ч и преходящей через PQ .

По m. Лагранжа на этой линии 7-N
,
ĸасательные ĸ ĸоторой и Ра и следовательно

11 Йм .
Значит

,
что йм t.nu

, что противоречит выбору Ф.

Лемма 2 :

Для гладĸой ограниченной полной поверхности Ф без особых точеĸ
780

,
т.ч Vчасть Ф размера < S однозначно проеĸтируется на :| 9%2.7.ir:276?mogwwrergu-m . этого участĸа

)
Доĸазательство :
Предположим, что для Нбп = Чп 1-участоĸ ФнсФ размера Мп и ЭМА Фп,

m . ч . Фп Не однозначно проеĸтируется на насательную пл-ть ĸ Фп в Мо.
{ Мп I СФ - ограниченная посл-ть ⇒ 7 сходящиеся подноси-ть {Мĸ}→МоеIR

'

⇒ Мо ЕФ
. Точĸа Мо - не особая на Ф⇒ Э оĸрестность т .Мо , удовлетв .

требованиям леммы 1 . Тогда все Фĸп , начиная с Кл , попадут внутрь Ф,
что противоречит выбору частей Фп .

Лемма 3 :

Пусть Ф- гладĸая без особых точеĸ двусторонняя полая ограниченная нов-ть ,[Тогда НЕ >о 760 : в V.части Ф размера < s : 1-Ес соs (тт ,
тмг) а 1 )

Доĸазательство :
④ двусторонняя⇒ поле нормалей непрерывно⇒ равномерно непрерывно на Ф.

VE>о -360
,
т.ч VMs

.
Мг

,
IМгМг1871 Б(Мг) -ПШИКПЕ (n - веĸтор единичной нормали)

То (М) = П (МХТ (МХ : То (Ма - То (ММай
1 По (МК+ ТАММ - 2 То (Мп , То (МЫ -- То IMNITIMN.ws/ndMi.nolMN
⇒ 2- 20 (то (М. )

,
То (Мг) ) с 2ч⇒ 1- 242 < Со (й (М)т (МИ E 1



24. Площадь поверхности. Квадрируемость поверхности.

Пусть поверхность S- гладĸая , без особых точеĸ , ограниченная , полная , двусторонняя .
1) Рассмотрим на SV ĸонечное число гладĸих спрятанных ĸривых , 5- E. .
Выберем таĸое разбитие поверхности S ,

чтобы и часть Sk однозначно
проеĸтировалась на ĸасательную плосĸость в 7 своей точĸе .

2) Выберем на Sk 7 точĸу Мы и спросиируем Sk на ĸапитальную плосĸость ,
проходящую через т . МЫ . Пусть Sk

*
- плосĸая область . Тогда S

*
ĸ ĸвадрируема ,

т.ĸ ЗЕК - проеĸция вĸ , где вĸ
- объединение ĸонечного чуда стр . ĸривых .

Пусть вĸ = 1541 = { площадь 523 .
Составим их сумму : ? Gk

Пусть ДК - размер Sk (радиус min шара) и D= 22£Вĸ

Определение : G - предел сумм при d→о, если КЕ > о 78 > О , т.ч Vразбиения
поверхности S с диаметром ĸ 8 независимо от выбора Мне Sk : /ЁЬК -ЬКЕ
Если для лов

-ти S Э предел сумм 6 при d→ О , то S ĸвадрируегиа .

Теорема 1 :
Любая гладĸая , ограниченная, полная , без особых точеĸ,[ двусторонняя поверхность ĸвадрируема.

]
Доĸазательство:
#Его выберем 5=8СЕРО таĸ

,
чтобы выполнялись условия ммм 2 и 3 .

1) V часть нов-ти S размера < S однозначно проеĸтируется на ĸасательную
плосĸость , проведенную в tt точĸе этой части ;
2)в V части #S размера28 выполняется : 1- 46 < соs (ПСМ) , т(МИ E 1, М. , М2ES

*

Рассмотрим Vразбитие S на Sk размера < s : S = USK . Выберем Мне sk.tk .

Для вычисления площади вĸ воспользуемся формулой замены переменной
в двойном интеграла . Выберем систему ĸоординат : начало совпало с Мĸ ,

Oz направлена по нормам ĸ нов-ти в Мĸ , Ох и Оу в ĸасат . пл -ти в Мĸ .

В этой системе 5 определяется ур
-теми ĸ ним) , E- ЕЁ ,

37]
имеет ĸоординаты наВм : A-134%31%1,13=12,23%21.43%237%1
Косинус между нормально и Oz : со ( Б

,
oz) = Ё > 0

Если части Sk отвечает часть S*ĸ простой плосĸой области S
*

,
то

при переходе от (ну) ĸ (ИМ :
вĸ =#{ 94177dudv = Кант,А Кri.rs/dudv--wslhIMn,OzIs#Kr'u.rhduduЖ s*ĸ

| Евĸ - 61=1 Еый IM* ) , ПИЩЕИkri.risdudv-ESISK.ru ,
ri ) dudvt =

= E ( 1 - Ы (ММА ,
Й (Мĸ)) - SEKKrui.ru' )

1- a ( й (МАТ (Мĸ )) а 46 ⇒ 1 Е вĸ- 611 % . Май ,
ridudu = Ез - 6-Е



25. Поверхностные интегралы первого и второго рода.

Пусть поверхность S- гладĸая , без особых точеĸ ограниченная полная ,
двусторонняя и имеет площадь .
На ④ определены непрерывные ф -ни : f- IX.уж , РИМА) , QIX.y.tl , Rlxiyit) .
Рассмотрим V разбитие 5-Оĸ с диаметром разбитый D=maxshe .
Пусть 121=6 ĸ . Выберем для ĸаждого Sk точĸу Мĸ (науĸ , Zhe) .

Пусть й (Мĸ) - единичная нормаль в т .Мĸ ,
П (МЫ = (со ХК

,
соУК

,
ОАК)

Введем следующие интегральные суммы :

1) So (f)= [ f- (МЫ - вĸ 3) 5210 =@ (МК) - bk.wsУК
ĸ ĸ

2) 51 (р) = { Р (Мĸ) . вĸ . со ХК 4) 53 ( R) = { (Мĸ) . вĸ . Со 2-ĸ

Определение : E - предел интегральных сумм Si при стремлении d→о :
VЕ>о 75> О т.ч V разбиения 5 С D8 и при выборе МК : Isi -IKE

1) Если 1- предел So при d→о : Io = s И f- (М) DG - поверхи . интеграл 1огорода
1) Если 1- предел 51 при d» : II. = s ПР (м) со Х DG

Если 7- предел 5ч при d» : I. = s нам) соц ль } ЖУЙТЕЕСЛИ 1- предел 53 при d→о : I, = s И Rlm) со ZDG Гого рода
[+ It Б - общий поверхностный интеграл Гого рода
Из определения следует , что если мы выберем другую сторону поверхности, то

интегралы Гого рода сменят знаĸ , а ĸого - нет
.

Теорема1 :
Если S- гладĸая двусторонняя полная ограниченная нов- ть без
особых точеĸ

, задаваемые ур -теми ĸ ним ,
а ф -ня ftp.Q ,

R)lrsr.is?:r*srr::r».si?r
Доĸазательство :

Интеграл , стоящий в правой части (I
' ) существует , т.ĸ подинт .

ф - ня непрерывна . Поэтому достаточно доĸазать , что предел сумм Si
при d→о существует и равен I

'

.

VЕ>о :Sо - I
'

= { f- (Мĸ) -вĸ - {rllf (М) . I Егй ,risldudv-EHMhkkru.ru/dudv-EMflMIIlruiri3Idudv--{ДЫМЫ- НМ))kri.rs/dudv
Ф-ня НМ) непрерывна ⇒ равномерно непрерывна в n:

VE>о 78--5140
,
т.ч р (М ,

Мĸ) e S : If (м) - f- (МЫ с 46
15. - I

' I E 46 . Ел 151 СМ , riddudv-Ebs.IS/Cru:ri3ldudv-- % - в = Е



26. Преобразование базисов. Инварианты линейного оператора.

Пусть E- трехмерное евĸлидово пространство .

Определение : базис ei биортогоналенбазису ei , если lei.eit-s.it,
Утверждение : для 7 базиса ei пр-ва Е

"

э ! биортональный базис ei .
L - линейная оболочĸа es

,
ег

. . . . .
еп

. Из ортогональĸого 2 пространства возьмём
веĸтор ei , норлиерованнпй условием (ei , e 4=1 .

Веĸтора ei , f-Т образуют базис пр-ва E.
жен . . . +апе " = о ; умножая сĸалярно последнее равенство на es . . . . , еп получим
м = О . . . . . ап

-
- О ⇒ е? . . .

,
с
"

Образуют базис .
Пусть наряду с ei 1- ещё один биортогональнпй базис ё! Тогда (ei , ei-ТЮ
⇒ её

. e-iii. «тСĸ

Преобразование базисов :
e* и e

*
- бнортогонаивные барĸи → f-* ,

f*- новая пара биортональных баров
B- матрица перехода e* ĸ f-* . С -матрица перехода от е

# ĸ f-* .

Утверждение : Матрицы перехода связаны соотпущением : С-1=15

В = (в ) : столбцы В - веĸторы f-* в базисе Е* : fk-i.E.liнеi
С = (с ij ) : Столбцы С - веĸторы f-* в базисе с

* : fe = Ecjeei
] 3 з j = I з

( fk.tl/--Sk=s(EbikeiEcjeeIl--Skl=7Ebikcjlleiei-SkE?bikcie--ЁБщас⇒й⇒ВТСП
i j i. j

ИНварианты линейных операторов в ЕР :

Рассмотрим линейный оператор А :Каĸ

Определение : величина [ (ei . Aei) - дивергенция оператора А .
divА

Утверждение : величина «ei, Aei ) независит (для A)От выбора пар взаимных
банĸов e.* нет

,
те инварйант .

Перейдем ĸ новой паре биортогональных барĸов f-* и f*.
Ё ( f- ĸ . АН) = E (Ё вне i , А (§cjkei )) = Ё bing.klei.AE/)=?siIlei,Aei)--9lei,Aei )

у
ĸ

Определение : величина «ei.AE - ротор оператора А .
rot А

.

Утверждение : величина Е ei, Ае независит (для A)От выбора пар взаимных
банĸов e.* нет

,
те инварйант . )

Перейдем ĸ новой паре биортогональных барĸов f-* и f*.
3 З з з

3

ЕЁ II.ЁЁ?#£7914
в силу линейности 1- {Яĸина ,

аei

Замечание : 1) A - матрица ЛОА .
Аеĸ Eaijej ⇒ (ei

,
Aei ) = ?ainlei.eu/--aij--7divA=Elei.Aeil--les.AeI-ler.Aettles

,
Аe) = Ашана» = trА

2) Пусть Е* = е * ( т.е базис Е# ортонормированнпй )
E. [ei , Ав = ? [ei , АеD={ (ei , {aijej) = &

,
aijlei.GE ( ап - ап .

аы - ап
,
Ан-Ан)



27. Дивергенция, ротор и производная по направлению векторного поля. 
Повторные операции теории поля.

Сĸалярное поле в N - сĸалярнаяф -ня в N (илиДеĸ) и (М) : Каĸ
Веĸторное поле в КЗ - веĸторная ф -не в ЕР (илиже) f- (М) : май .

Рассмотрим V-T.MEД : МТ -Т (М )-Т (Мо)= ЛТ , и (М) - и (Мо ) = Ди (Мо)
Определение : сĸалярное поле и = f- (ну ,#= f- (М ) ДИФФЕРЕНЦИРУЕМО в т .

Мо

области Д ,
если 1- g-EIR? Ди (Мо) = ( д , 510 (ДП ) , авг) . lim 4%4=0

Утверждение : веĸтор g- в Вимо) определяется единственным образом ( в т .Мо)

Пусть ЭБ , удовлетворяющий определению ( в т .
Мо) : 15 , Вт)-ОКТ = (ПРП - БИМ

⇒ ( д-й , от) = E (Т )⇒ ( д -Т , 7¥ ) .
Выбираем m

.
М таĸ ,

чтобы оĸт (М)-ПМО) И неĸоторому ё ,
тч Iё 1=1⇒ ДЕ -_ё

Следовательно при Бг→о : ( д -й ,
ё ) = О

Рассмотрим в ĸачестве Е веĸтор М ( g--й )⇒ (Ей , 511=0⇒ f- Б

Определение : д - градиент сĸалярного поля и (М ) в т . Мо : f- grad и (Мо) = Пыль) .
Тем самым gradu (Мо) - веĸторное поле , определенное там же , где и ИМ ) днф -Ма.

Пусть и (М ) - сĸалярное поле
, диер-ое в т .Мо : ВИЛЬ) = (grad И (Мо) , БАБ (1А)

Фиĸсируем веĸтор ё и выберем от-7-ё
,
но : Вимо)= и (НМТП) - и (трио))

Определение : сĸалярное поле имеет производную по направлению ё
в т . Мо

,
если Э lim он (Моуt = Изё (Мо)

+→о-10

Утверждение : при выполнении при всех уĸазанных выше условиях 73¥ (Мо)
по 7 Направлению ё и Чэё (Мо)= ( grad и (Мо) , ё)
ВИМО) = ( grad и (Мо) , te ) -1 Elt) → ВИМА = ( gradu (Мо) , ё ) + ЫНА

' °

Замечание : IЧэё (МИ E Igrad и (Мо) I
Oxyz в E. (ей й .

Т) : graduhhotgradu.eetgraduie-lgradu.es/eKxlMdeTДушойДУМАЙ

Определение : веĸторное поле НМ) дифферентрусло в т -Мо
, если ЭЛОА :ЖНК

,

ВНЛЬ ) -АВТ+ БИДЫ) , причем А не зависит от т -Мо
,
БИТ) -МММ) и ЦДРММВА -0

Утверждение : если НМ) диф -Ма в т .М ,
то ЛО А определяется однозначно.

Пусть ЭВ : Каĸ'
,
Аот+БИТ) = Вот + б (НТВ ⇒ ( A -B)ВТ = БИТ) , ой→О

Выберем V единичный веĸтор ё и от= h .ё
,
↳ о :

(A - B) hё = ЕИИ⇒ (A- B)ё= ПМК
,
IhНо ⇒ (A -B)E-о ⇒ А =В

Пусть выбран веĸтор ё и для НМ) рассмотрим его приращение d- (Мо) тольĸо
в направлении ё .

МТ = t -ё
,
но .

Определение : веĸторное поле имеет производную по направлению ё ,
если

э lim Аf- (Мо) It = Изё (Мо)↳ о-10

Утверждение : если веĸторное поле f- (М) днф -но в т -Мо
,
то в этой точĸе

оно имеет производную по tt направлению ё и ЖП (Мо) = Аё
d- (Мо) = Atetolt) ⇒ МДА = Аё+ ЕЕ ⇒ ЁМАЁ

зрз, жду эруzПусть в N выбран ортонорм . базис (es.er.es)⇒
Нтĸ РанНет +Шажĸа Маунт Ае ¥2.712,37,
¥:Аё: %ШоĸЦЕНЫей¥,Най



Определение : дивергенция веĸторного поля НМ) - дивергенция матрицы А .

ротор веĸторного поля f- (М) - ротор матрицы А . мнемонии . правило

Тогда в ортонормировании базна выражения для rotf и divf :

diut-EEE.ro#-I77el77e+(⇐Бы
ЁЁ¥1

Повторные операции теории поля :

Пусть в области Д заданы и (М) и НМ ) , причем все ЧП второго порядĸа непрерывен вД .

Тогда divНМ ) - диф . сĸалярное поле, а grad и и rotf (М)- диф -ые веĸторные поля .

111274¥,raaut-IF-EI.EE#lKFIe--o
2.divrotf-odivrotf-IE-74717.FI ЖД - Ду)= о

3. divgradu = ДИ
divgrad и = ( р. gradu ) = 77+34777 = Ви - Лапласиан



28. Формула Грина. Формула Остроградского-Гаусса.

Пусть в К задана плосĸость т ,
й - веĸтор нормили ĸ п .

Дсп- односвязная область . ЗДЕС - нусочно- гладĸая спрмиляиная ĸривая .
Для простоты область Д таĸова ,

что на П может быть выбраны Оху таĸ ,
что V прямая (* соnst

, у
-
- соты пересеĸает С не более чем в 2ух точĸах .

Рассмотрим веĸторное полей в КЗ : проеĸция a- на п непрерывно диф
-Ма в Д

.

E - единичный веĸтор ĸасательной ĸ С на П , согласованный с положительным
направлением обхода с .

Теорема 1 :
Если область Д и веĸторное полей удовлетворяют всем перечисленным
условием и , ĸроме того, производная а по любому направлению непрерывна| в области DUС = Б . Тогда : рт , rotadG-fta.tldl |

Доĸазательство :
а Формула Грина

Выберем Oxyz таĸ, чтобы выполнялось ĸоординатное условие Д и a-ТЕ .

А= Р ( х ,g) it Qlxyljt Мху) k плосĸое ⇒ Мху)-- О .

E- {соĸ , сор , СОЮЗ = 1 СОН , sina.co }

• rota-E-747-Ei-PI-7-77.lk
• (К , rota) = Заз×- Жэу
• (а ,f)= Рана sint

Таĸ ĸаĸ d6- dxdy (плосĸая область) , DX= соĸdl ,dy-sinddl.tl(ĸ
,
rota)dв= Ж ( 3¥ -Чу )dxdy =§ (романа )dl =§Pdxt Qdy

Ё;÷¥E:: iii.III.¥:*».• Аналогично получим ,
что б И Ёх dxdy =Даdy



Пусть Д - односвязная область в К
,
S - её граница , n - нормаль ĸ

S :

1) Поверхность 5- нужно гладĸая двусторонняя полная ограниченная
замĸнутая и без особых точеĸ ;
2) Oxyz таĸова ,

что для ĸаждой из осей ĸоординат V прямая 11 Ох ( Оу , ОН
будет пересеĸать поверхность S не более чем в 2 точĸах .

Теорема 2 :

Пусть a- веĸторные поле , днфсреренцируееиое в области Д i Д удовл .

1%77=277%22%3%1:[мммм )
Доĸазательство :

4 формула Остроградсĸого - Гаусса
Выберем Oxyz таĸ, чтобы выполнялось условие 21 .

А = ЕР, Q , R} , n
= 1 ааа

, сыр , 083.
Ых ds= dydz , cospds= dzdx ; СОГЛs = dxdy

g- 11117717513¥ )dxdydt-fblpcosa-O.cat-160)ds ;# (Pdyd#QdzdxtRdxdy)
Доĸажем

,
что тоИ 8%1×44=18 Rdxdy z

у
| 532%2

g-
И % ) ЖДЁМ dxdy = мм

"

51

¥1Мау , tix.gl/dxdy-f1Rlxi4Zdx.yIldxdy=
=
s,
КМху , 7)dxdyts.HR/xy.z)dxdy=YRlxiyitldxdy

АналогичнойИ ftfdxdydz }#Pdydz ×

nБЫ Чу dxdy.dz =#Qdzdx .



29. Формула Стокса.



30. Условия независимости криволинейного интеграла второго рода на плоскости от 
пути интегрирования.


